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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha comltado el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

e) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

B. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

Ml Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 


Objetivos 


Después de trabajar en esta unidad, usted debe ser capaz de: 


(i) distinguir entre errores de medida, errores de redondeo y equi- 

vocaciones; 

(ii) establecer el significado de los términos: error absoluto 
porcentaje de error 
límite de error 
intervalo de error 
método iterativo 
factor de escala 

(iii) dado el error absoluto, calcular el error relativo y viceversa; 

(iv) indicar un límite de error en una forma apropiada, como 


E 0 
x expresado con n cifras decimales 
x expresado con n cifras significativas 


x E la, bl; 


(v) dado un error en un elemento del dominio de una función, esti- 
mar el error en la imagen; 

(vi) dado un intervalo de error en el dominio de una función, esti- 
mar el intervalo de error en el codominio; 


(vii) obtener una solución aproximada a f(x) = O, si existe, usan- 
do métodos gráficos, donde f es una función; 
(viii) reordenar fx) = 0 y deducir procesos iterativos; determinar 


la utilidad de un proceso iterativo usando el factor de escala 
y obtener una solución, en casos afortunados, usando el proce- 
dimiento apropiado. 


En todos los casos en que se menciona una función en estos objeti- 
vos, nos referimos a los tipos más bien simples de función del texto. 
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de ecuaciones 
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Glosario 


CIFRAS 
SIGNIFICATIVAS 


ERROR ABSOLUTO 


ERROR DE 
REDONDEO 


ERRORES 
INHERENTES 


ERROR RELATIVO 


ERRORES DE 
MEDIDA 


FACTOR DE 
ESCALA 


FUNCION DE DOS 
VARIABLES 
(REALES) 


FUNCION DE UNA 
_ VARIABLE (REAL) 


FUNCIONES 
REALES 


INTERVALO 


INTERVALO DE. 
ERROR 


LIMITE DE ERROR 
ABSOLUTO 


LIMITE DE ERROR 
RELATIVO 


MAGNITUD 


Un número está expresado con n cifras significa- 
tivas, si y solamente si hay n dígitos desde el 
primer dígito no nulo hasta el dígito redondeado. 


El error absoluto en una medida x es la diferen- 
cia x — X, entre el número medido x y el núme- 
ro exacto X. 


El error de redondeo de un número es el error in- 
troducido al redondear la representación decimal 
del número a un cierto número de cifras decima- 
les. 


La medida de errores y el redondeo de errores en 
los datos se llaman errores inherentes (en contra- 
posición a las equivocaciones). 

El error relativo en una medida x (donde x * 0) 
es la razón del error absoluto al valor medido. 
Los errores de medida son errores que surgen de 
la medición de una cantidad física. 

El factor de escala para una función de una varia- 


ble, que propaga un error del dominio al codomi- 
nio, se define como 


error estimado en la imagen de x 
MAA SM dd 
error en x 


(x E dominio) 


Una función de dos variables (reales) es una fun- 
ción cuyo dominio es un conjunto de parejas de 
números reales y cuyo codominio es R (o un sub- 
conjunto de R). 


Una función de una variable (real) es una fun- 
ción cuyo dominio es R (o un subconjunto de R) 
y cuyo codominio es también R (o un subconjun- 
to de R). 


Las funciones reales son funciones de una o dos 
variables (reales). 


Un intervalo es un subconjunto de R que cons- 
ta de todos los números situados entre los dos 
números e incluyéndolos. 


El intervalo de error es el intervalo dentro del 
cual debe caer el verdadero valor de la cantidad. 


El límite de error absoluto en una medida es el 
valor máximo posible de la magnitud del error 
absoluto. 

El límite de error relativo en una medida x (don- 
de x * 0) es el máximo valor posible de la mag- 
nitud del error relativo. 

La magnitud de un número x es su imagen bajo 
la función módulo (véase Unidad 1, Funciones). 
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Página 


10 


22 


METODO 


ITERATIVO 


Un método ¡iterativo para resolver un problema es 
uno en el cual se hace una conjetura de solución 
y se repite una y otra vez, para tratar de hacer el 
estimativo más exacto cada vez. 


PORCENTAJE DE El porcentaje de error es el error relativo multipli- 


ERROR 


cado por 100. 


PROPAGACION DE La propagación de errores es la manera en la cual 


ERRORES 


REDONDEO 


Notación 


los errores de los datos iniciales usados en un 
cálculo afectan el resultado final y algunos inter- 
medios. 


Redondear un número a n cifras decimales es re- 
presentar el número por el decimal más cercano 
con n dígitos después del punto decimal. 


Los símbolos se presentan en el orden en que aparecen en el texto. 


El conjunto de los números reales. 

El error absoluto en una medida x. 

El error relativo en una medida x, donde x Xx 0. 

a es menor o igual que b (véase Unidad 1, Funciones, 
página 23). 

El intervalo consistente en todos los elementos de R 
comprendidos entre a y b e incluyendo a estos (véase 
también Unidad 1, Funciones, página  ). 


El elemento x pertenece al conjunto A (véase Unidad 1, 
Funciones, página 23). 


El límite de error absoluto en una medida x. 


La imagen de x bajo la función módulo (véase Unidad 1, 
Funciones). 


El límite de error relativo en una medida x, donde x % 0. 
Un estimativo de a, con un límite de error absoluto e,. 


Estos son ejemplos de dos tipos de notación que en este 
contexto, se usan para expresar estimativos; en el pri- 
mer caso, el límite de error absoluto es 0,005; en el se- 
gundo caso, es 0,05 X 107 = 500.000; en el tercer caso, 
es 0,5 x 107? = 0,0005. 


La imagen de x bajo la aplicación fes-a (véase Unidad 1, 
Funciones, página 8). 


La composición de las funciones f y g (véase Unidad 1, 
Funciones, página 31). 


El conjunto de los números reales positivos. 
El conjunto de las funciones reales de la forma 
x H—— una expresión en potencias enteras de x. 


El error absoluto en f(x), donde f es una función que 
propaga un error en x. 


a es aproximadamente igual a b. 
a es menor que b. 
a es mayor que b. 
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Bibliografía 


Pocos o ningún libro se han escrito según los lineamientos de este 
texto. Muchos requieren conocimientos de cálculo y usan definicio- 
nes diferentes. Por ejemplo, en muchos de los libros el error absolu- 
to se define como 


valor verdadero — valor aproximado 
mientras que en este es 
valor aproximado — valor verdadero. 


Escogimos el último, de modo que más adelante, cuando algunas de 
las ideas se extiendan al cálculo, no tendremos que vernos con un 
cambio de signo. En algunos libros, por ejemplo Numerical Methods 
1 de B. Noble (Oliver and Boyd, 1964), el error absoluto se define co- 
mo el módulo de nuestro error absoluto y de manera similar para el 
error relativo. Para quienes ya conocen algo de cálculo, los dos pri- 
meros capítulos de este libro indican cómo se extiende este tópico. 
Otro grupo de libros está estrechamente relacionado con programa- 
ción de computadores y esto podría ser demasiado especializado pa- 
ra el uso particular del lector. Estos libros también tienen que ver 
con la aritmética del punto flotante que no se encuentra en esta uni- 
dad. Quienes estén interesados en este enfoque (y sepan también 
cálculo) pueden leer los capítulos 2 y 5 de Numerical Methods and 
Fortran Programming de D. D. McCracken and W. S. Dorn (John 
Wiley, 1964). 
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2.1 LOS CONCEPTOS BASICOS 


2.1.0 Introducción 


Esta unidad es la primera de varias que a través del curso están re- 
lacionadas con el problema de obtener respuestas numéricas. En este 
sentido tiene un enfoque diferente a partir de la Unidad 1. Esta uni- 
dad presentó al lector algunas de las definiciones precisas que van 
a conformar el lenguaje de la matemática. Aquí descubrirá el lector 
cómo la matemática puede tratar tanto con lo impreciso como con lo 
preciso y cómo, habiendo decidido la exactitud deseada en los cálcu- 
los, se puede asegurar la obtención de tal exactitud. 


“¿Puede usted adivinar el peso del pastel?” “¿Cuántas arvejas se- 
cas hay en el tarro?” ¿Se le ha preguntado esto en alguna fiesta lo- 
cal? ¿Con cuánta precisión puede pesar un pastel con su mano? 
¿Con un kilogramo de aproximación? ¿Puede calcular el número de 
arvejas secas con una aproximación a la centena más cercana? En 
estos ejemplos simples está incorporada la idea de que muchos de 
los números que se usan en la vida diaria son aproximaciones. ¿A 
qué hora salió de la casa esta mañana? ¿Cuántos coches vio en su 
camino al trabajo? Es dudoso que se pueda responder con precisión 
a estas preguntas. La ley reconoce que las inexactitudes son inevi- 
tables. Si usted obtiene 5 galones de gasolina de una bomba que ha 
estado en uso por algún tiempo, legalmente la cantidad que obtiene 
puede estar entre 48% y 5 de galón. Aun los relojes atómicos, 
extremadamente precisos tienen una inexactitud posible de 5 se- 
gundos en 700 años. 


Las cantidades citadas arriba se pueden clasificar en dos tipos. 
Una comprende las cantidades, como el peso del pastel, que nunca 
podemos hallar de manera precisa; no importa cuán fina sea la ba- 
lanza que se use siempre habrá un pequeño error posible en la medi- 
da del peso. El otro tipo comprende las cantidades, como el número 
de arvejas en el tarro, que podemos, en principio, hallar de manera 
precisa contando. En este texto tendremos que ver principalmente 
con cantidades del primer tipo. Todos estos son ejemplos de errores 
de medición que aparecen porque alguna medición de una cantidad 
física no es completamente exacta. Las medidas no son, sin embar- 
go, la única fuente de inexactitudes. Trátese de escribir r o $ co- 
mo un decimal exacto. No importa cuántos lugares decimales se lle- 
nen, habrá algún error en la representación. Tal error proviene del 
hecho que el número no está dado exactamente por la representación 
decimal usada y se llama error de redondeo. Los errores de medida 
y de redondeo en los datos tienen un efecto similar cuando se usan 
los datos en un cálculo. Nos referimos a los dos tipos de error colec- 
tivamente como errores inherentes. 

Consideremos un poco más el ejemplo de las arvejas secas en un tarro. 
Supongamos que no se permite contarlas, sino que debe realizarse 
una simple adivinación. Así, usted puede razonar: en promedio, una 
arveja seca puede tener 3 cm de diámetro. El tarro tiene una base 
cuadrada de aproximadamente 8 cm y 10 cm de alto. Así usted dedu- 
ce que el número está en alguna parte de la región de 


Ss. =8 10 
1 Xx 1 Xx =B = 5120 
2 2 2 


Analicemos brevemente lo que ha hecho. Usted ha usado datos in- 
exactos en un cálculo exacto y deducido lo que sabe que es un re- 
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2.1.0 


Introducción 
* * 


Definición 1 
* 


Definición 2 
* * 


Definición 3 
*R * 


sultado inexacto. La pregunta que surge es: “¿Cuán inexacto es 
el resultado?” y esto nos sitúa en el tópico de la propagación de 
errores, Con esto queremos significar el modo en que los errores de 
los datos iniciales usados en un cálculo afectan el resultado final 
y algunos intermedios. 


Este tópico se presenta en esta unidad investigando primeramen- 
te la propagación de errores por funciones con dominio y codominio 
R, en el conjunto de los números reales y más adelante por funcio- 
nes cuyo dominio es un conjunto de parejas (o triplas, etc.) de 
números reales y codominio R, como en el ejemplo anterior, donde 
puede haber errores en nuestros estimativos de la altura del 
tarro, su base, el diámetro de una arveja.* 


Veremos entonces cómo el familiarizarnos con las ideas de propa- 
gación de error, nos capacita para resolver un tipo particular de 
problema puramente matemático, la solución numérica de ecuacio- 
nes, mejorando las aproximaciones hasta obtener la exactitud de- 
seada. 


Finalmente investigaremos algunas de las maneras en que pode- 
mos controlar el tipo de error hacia el cual estamos inclinados, la 
equivocación. 


Ejercicio 1 


¿Cuántas arvejas secas cree que están en el tarro del ejemplo de 
antes, si se supone que una arveja tiene un diámetro de 0,4 cm? 
¿Le sorprende el resultado diferente que obtiene? EN 


*Las funciones cuyo dominio y codominio son R o un subconjunto de R se llaman 
funciones de una variable (real); las funciones cuyo dominio es un conjunto de pa- 
rejas de números reales y cuyo codominio es R (o un subconjunto de R) se presenta- 
ron en la unidad anterior y se llaman funciones de dos variables (reales). 


Cuando por el contexto es claro a cuál de estos dos tipos de funciones nos referimos, 
usamos a veces una forma abreviada alterna y las llamamos funciones reales, 
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Definición 4 
* * 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Definición 5 
* * 
Definición 6 
k *R 


Definición 7 
* * 


2.1.1 . ¿Qué es error? 


Puede parecer sorprendente que pueda existir un tratamiento mate- 
mático de los errores. Se cree naturalmente que la matemática es una 
disciplina exacta, en la cual los errores sólo pueden aparecer a través 
de errores o imperfecciones que no deben tolerarse en el trabajo ma- 
temático. Sin embargo, esta es una apreciación inexacta; previsto 
que podamos definir de manera precisa lo que se entiende por “error” 
y asignarle valor numérico, podemos aplicar el razonamiento mate- 
mático a los errores de la misma manera que hacemos con cualquiera 
de los otros objetos a los cuales aplicamos la matemática. 


Para definir matemáticamente el “error”, supongamos que estamos 
usando un número, que denotaremos con x, como una aproximación 
a otro que denotaremos con X. Por ejemplo, el número “exacto” X 
podría ser $ y x la aproximación 0,33; o X podría ser r y x la aproxi- 
mación 2; o también X podría ser el número exacto de 'arvejas del 
tarro y x la conjetura que usted hace sobre ese número; X podría ser 
la cantidad precisa de petróleo que recibió y x la cantidad medida 
por el medidor de la bomba. En cada caso, los números X y x son pro- 


bablemente diferentes y definimos su diferencia x — X como el 
error absoluto de x y lo denotaremos con ex: 
ex =x- X 


La palabra “absoluto” es para distinguir esta medida de error de 
otro llamado “error relativo” que hallaremos dentro de poco. (En ge- 
neral, usamos sólo “error” cuando por el contexto es claro lo que que- 
remos decir.) Obsérvese que e, puede ser o positivo o negativo, de 
acuerdo con que la aproximación x sea mayor o menor que el valor 
exacto X. Como ejemplo, si imaginamos que tenemos una cinta mé- 
trica gastada a la que le falta el primer centímetro, entonces, si la 
longitud real medida era de 14 cm, obtendríamos 15 cm, suponiendo 
que el resto de la cinta midiera exactamente. A esto lo llamaríamos 
el valor aproximado en este caso. Así 


15 cm — l4cm = 1cm 
(valor aproximado — valor verdadero = error absoluto) 


y el error absoluto sería de 1 cm. 


En otras palabras, para corregir los valores dados por la cinta, debe- 
mos siempre hacer una corrección de —1 cm (el negativo del error), 
i.e. sustraemos el error. 


Para otro ejemplo, si usted sabe que su velocímetro marca siempre 
5 millas /h de más, una lectura aproximada de 37 millas /h corres- 
pondería a un valor verdadero de 32 millas/h con un error absolu- 
to de 5 millas /h y necesita una corrección de —5 millas /h, i.e. 


37 millas /h — 32 millas/h = 5 millas/h 


(valor aproximado — valor verdadero = error absoluto) 


En el ejemplo de la medida de la cinta, teníamos un error de 1 cm 
en 15 cm. Es posible medir una distancia de un kilómetro con una 
exactitud de 1 cm, i.e. el posible error absoluto es otra vez de 1 cm 
en la lectura de 1 km. Es claro que esta segunda medida es, en algún 
sentido, más exacta que la primera, aunque el error absoluto es el 
mismo en cada caso. Para dar cabida a este tipo de distinción usa- 
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Discusión 
* * 


Definición 1 
*h + * 
Notación 1 


(continúa en la página 5) 
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Solución 2.1.0.1 Solución 2.1.0.1 
8 8 10 
0,4 22€ 0,4 Xx 0,4 = 10.000 


Es sorprendente que el 20% de cambio en el diámetro supuesto de 
una arveja casi dobla el estimativo del número. 1] 


* 


¿ es e : 
mos el error relativo en x definido como y escrito ra: 
Xx 


o 


x 


E 


(Obsérvese que comparamos e, con x, el valor aproximado, porque 
en general conocemos este valor y no el valor exacto X.) 

Así en los dos ejemplos anteriores tenemos, valor aproximado x = 
15 cm, error absoluto ez = 1 cm, lo que da 


error relativo r, = — 


15 
y valor aproximado x = 10% cm, error absoluto e, = 1 cm, lo que 
da 
a 1 TE 
error relativo r, = 105 = 10 


lo que muestra cuán pequeño es el error relativo en el segundo caso. 
Multiplicado por 100, el error relativo es el porcentaje de error que 
usted ha hallado probablemente antes. Con frecuencia es más útil 
el conocimiento del error relativo o el porcentaje, que el conocimien- 
to del error absoluto, pues aquél da una medida del error en relación 
con la magnitud del número considerado. No siempre es este el caso, 
sin embargo; por ejemplo, el error absoluto en el diámetro de un eje 
es claramente lo más importante cuando lo estamos colocando en 
una balinera. Si el valor aproximado del número es cero (¡como cuan- 
do se mide el contenido de oxígeno del agua contaminada de un 
río!) la definición de error relativo pierde su significado. 


2.1.2 ¿Qué es exactitud ? 

La respuesta ingenua a la pregunta “¿qué es exactitud?” es que es 
simplemente la ausencia de error, ¡.e. que un error pequeño correspon- 
de a una alta exactitud y viceversa. Hay mucha verdad en esto, pero 
no está completa. Supongamos que usted compra nominalmente 5 
galones de gasolina en cada una de dos bombas aparentemente idén- 
ticas diseñadas para cumplir con el requisito legal mencionado antes, 
i.e. que la cantidad verdadera debe estar entre 4% y 5% de galón 
y que en una bomba ha obtenido por casualidad 5,1; de galón y en 
la otra el máximo legal, 5 de galón. En la primera bomba el error 
fue de zz de galón y en la segunda de +¿, ¿pero sería razonable decir 
que una bomba era diez veces más exacta que la otra en esta verifi- 
cación solamente? Otro día la posición puede invertirse, por pura 
casualidad. Querríamos establecer nuestra definición de exactitud 
de modo que fuera independiente de tales caprichos. 


Podemos realizar esto haciendo depender la definición de exactitud 
de la bomba misma y no de la cantidad que proporciona en una oca- 
sión determinada. O sea que la exactitud se define, no especificando 
el error en una ocasión particular, sino los límites entre los cuales 
debe estar el error. En el caso de la bomba de gasolina, la exactitud 
en la medida de 5 galones debe satisfacer el requisito legal de que x, 
cantidad de gasolina despachada, esté entre 483 y 57%. Por nuestra 
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(viene de la página 3) 
Definición 2 
hh + 


Notación 2 


Definición 3 
* 


2.1.2 


Discusión 
* 


definición del error absoluto, e, = x — X, esta condición requiere 
que e, esté entre — 4; y + 15. En símbolos esto es, 


—64 < e < 16 


Que puede escribirse también, 


donde [—+¿5, 1%] es el conjunto que consta de todos los números 
comprendidos entre — ¿¿ y ¿5 inclusive. Tal conjunto se llama un 
intervalo. El intervalo [4£2, 5¿] se llama el intervalo de error. 


Esto proporciona la respuesta a nuestra pregunta: “¿qué es exacti- 
tud?” La exactitud de un número aproximado se especifica dando 
un intervalo dentro del cual debe caer el error en el número. La razón 
por la cual especificamos la exactitud de esta manera, en lugar de 
dar el error mismo, es que normalmente no lo conocemos; si lo cono- 
ciéramos, podríamos sustraerlo del número aproximado y recuperar 
el número exacto. 


Frecuentemente ocurre (aunque no en el ejemplo de la bomba de ga- 
solina) que el intervalo usado para expresar la exactitud es simétrico 
con respecto a cero de modo que la condición sobre el error en un nú- 
mero x tiene la forma 


e, € [—8:, €;) 


donde e, es algún número positivo. 


Esta condición se puede escribir también 
le,] < Ex 


donde el e, entre barras verticales denota la magnitud del núme- 
ro e, (su imagen bajo la función módulo definida en la Unidad 1, 
Funciones). Cuando se especifica la exactitud por un intervalo si- 
métrico como este, llamamos al número e, el límite de error absoluto 
de x. Una manera alterna de especificar la exactitud de un número 
aproximado x es usar el límite de error relativo definido por 


de modo que el error relativo r, satisface 


PESA 
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Notación 1 
Definición 1 


Definición 2 
* + 


Notación 2 


Definición 3 
* * 


Definición 4 
RR * 


Notación 3 
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Ejercicio 1 Ejercicio 1 
ed (2 minutos) 
Anotamos una medición de 2,5 kg y suponemos que hay un error 


máximo en el instrumento de 0,05 kg, esto es, el verdadero valor 
está en el intervalo [2,45, 2,55] kg. 

¿Cuál es 

(i) el límite de error absoluto? 

(1i) el límite de error relativo? Bm 


Una notación común para especificar los límites de error absoluto 
es escribir, por ejemplo, 


T= 3,14 + 0,005 Notación 4 


para indicar que 3,14 es un valor aproximado del número exacto T 
y que el límite de error absoluto es 0,005. 


Otro método de especificar límites de error depende de la conven- 
ción de redondear decimales. Usted probablemente sabe ya cómo 
redondear algunas pocas cifras decimales. Por ejemplo, el número 
” con 10 cifras decimales es 


3,1415926536 ... 


Para ahorrar escritura y trabajo aritmético muy rara vez trabajamos 
con este valor, sino que usamos la mejor aproximación obtenible con, 
digamos, 2 ó 4 cifras decimales. La aproximación con dos cifras es 


3,14 
ya que esta tiene un error de 
3,14 — 3,1415926536 ... = —0,0015926536 ... 


mientras que cualquier otra aproximación con dos cifras decimales, 
digamos 3,13 ó 3,15 tendría un error mayor. En este caso la aproxima- 
ción con dos decimales es idéntica en los primeros tres dígitos con 
respecto al decimal exacto (sin término) correspondiente a Tr. Por 
otra parte, la aproximación mejor con cuatro cifras es 


3,1416 
ya que el error 
3,1416 — 3,1415926536 ... = —0,0000073464 ... 


es menor que para, (digamos) 3,1415 ó 3,1417. Este procedimiento dé 

representar un número por el decimal más cercano con algún núme- 

ro dado de dígitos, digamos n, después de la coma decimal, se llama Definición 5 
redondeo del número a n cifras decimales. y 


Ejercicio 2 Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Redondear los siguientes números: 
(i) 3 hasta tres cifras decimales, 


(ii) 7” hasta 6 cifras decimales, 
(iii) 0,9999 hasta 3 cifras decimales. E 


Si un número exacto X se aproxima por su forma redondeada con n 
cifras decimales, x,, el límite de error absoluto es (continúa en la página 8) 


* 


Solución 2.1.2.1 


El valor aproximado de x es 2,5 kg. 


(i) La magnitud máxima de e, es 0,05 kg = límite de error abso- 
luto. 
(ii) La magnitud máxima del error relativo es 
0,05 kg = 0,02 = límite de error relativo al 
2,5 kg 


Solución 2.1.2.2 
(1) 0,333, (ii) 3,141593, (iii) 1,000. an 


(viene de la página 7) 


n ceros 
NS 
0,00...05 
ya que 
n ceros n ceros 
OS PA, 


X e[x, —0,00...05, x, +0,00...05] 


Esto muestra que cualquier redondeo decimal implica un límite de 
error, así que podemos usar decimales redondeados para especificar 
la exactitud de una aproximación sin dar explícitamente el límite de 
error. Entonces escribimos 


T = 3,14 


”T = 3,14 con dos cifras decimales 


para significar que la aproximación 3,14 tiene el límite de error que 
caracteriza a la exactitud con dos cifras decimales, ¡.e. que 


7 = 3,14 + 0,005 


Hay una convención que debe mencionarse aquí. Cuando se redon- 
dea un número a una cifra menos incrementamos el dígito anterior 
en 1 si el último dígito es 6, 7, 8, 6 9. Si el último dígito es 0, 1, 2, 3, ó 
4, dejamos el anterior dígito inalterado. Si el último dígito es 5, la con- 
vención es que observamos el dígito anterior: si es par lo dejamos in- 
alterado, si es ¿mpar lo incrementamos en 1. Esto es para desviar 
cualquier predisposición a redondear siempre hacia el número mayor. 


Si redondeamos un número a dos cifras menos, observamos los dos 
últimos dígitos como una pareja y redondeamos de acuerdo con la 
regla: 


si los dos últimos dígitos son menores que 50, dejamos el dí- 
gito anterior inalterado; 
si los dos últimos dígitos son mayores que 50, incrementa- 
mos el dígito anterior en 1. 


Ej.: 5,371 se trasforma en 5,4 
y 5,329 se trasforma en 5,3. 


¿Qué supone que pasa si los dos últimos dígitos son 50? 
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Solución 2.1.2.1 


Solución 2.1.2.2 


Notación 5 


Convención 


(continúa en la página 10) 


Ejercicio 3 

(i) Indicar cuál de las respuestas dadas es correcta. El enunciado 
“q = 12,43 + 0,01” significa: 
(a) a varía en trechos de 0,01 entre 12,42 y 12,44. 
(b) a tiene algún valor entre 12,42 y 12,44 incluyéndolos. 
(c) a es igual a 12,42 Óa 12,44. 

(ii) ¿Hasta qué número de cifras significativas están dados los si- 
guientes números? : 
(a) 28,237, (b) 0,0474, (c) 125,0 x 10%. 1 


Ejercicio 4 
(i) ¿Cuál es el límite de error absoluto si mide la anchura de una 
lámina de vidrio hasta el centímetro más próximo? 
(ii) Determinar e, y Px dados 
(a) x = 25 minutos con un error máximo posible de 6 segundos 
en el reloj. 


(b) x = 40 minutos con un porcentaje máximo de error del 5“. 
(e) x = 0,05 después de redondear hasta dos cifras decimales. 


E 
S 


Supongamos que consideramos el conjunto, S, de todos los números 
con cuatro cifras significativas o menos, partido en cuatro subcon- 
juntos. 


Ejercicio 5 


S, contiene todos los números con una cifra significativa. 
S2 contiene todos los números con dos cifras significativas. 
S¿ contiene todos los números con tres cifras significativas. 
S, contiene todos los números con cuatro cifras significativas. 


Definimos las funciones 


fizx——=> (x redondeado a una cifra significativa menos) 
(x E Se 6 Si Ó Sy), 
fe:x ——> (x redondeado a dos cifras significativas menos) 
(€ Sy 0 Sy): 
(i) ¿Cuál es la imagen del dominio de f,? 
(ii) ¿Cuál es la imagen del dominio de f2? 
(iii) ¿Cuántos números se aplican al número 4 bajo f,? 
(iv) ¿Cuántos números se aplican al número 4 bajo f.”? 
(v) ¿Es el siguiente enunciado verdadero o falso? 


Hefio=f1() (xeS3 o Sa) " 


MB2.1.2 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


Ejercicio 4 
(1 minuto) 


(5 minutos) 


Ejercicio 5 
(5 minutos) 


Solución 3 
(i) (b) En el contexto del error la convención para esta notación es 
que significa algún valor del intervalo [12,43 — 0,01, 
12,43 + 0,01]. Por ejemplo, la medida de la página que 
está en frente de usted, ¿cuán exactas son sus medidas? 
Con una regla normal puede medir el papel dentro de 0,1 cm, 
o posiblemente con mayor precisión si se empeña. En con- 
secuencia una medida que se lee como 21,1 cm podría re- 
presentar alguna longitud comprendida entre 21,0 cm y 
21,2 cm y se expresa como 21,1 + 0,1 cm. 
(c) Esta respuesta sería correcta en un contexto diferente; es- 


to es, cuando se resuelve (a — 12,43)? = 0,0001 podría- 
mos escribir la solución como 12,43 += 0,01. 
(1) (a) 5, (b)-3, (e) 4: [E 


Solución 4 


(i) 0,5 cm. 
(ii) (a) e, = 6 segundos, p,=4x 1073, 
(b) e, = 2 minutos, p,=5x 107?, 
(0) 2, =35x 1072, p, =107?, |] 


Solución 5 
(1) Si, S2 y S3. 
(i1 Si y Sa 
(ii) 11, estos son, 3,5, 3,6, 3,7, 3,8, 3,9, 4,0, 4,1, 4,2, 4,3, 4,4, 4,5. (Re- 
cuérdese la convención de la página 8.) 


— 


(iv) 101; estos son, 3,50, 3,51, 3,52, ..., 4,47, 4,48, 4,49, 4,50. 
(v) Falso. Por ejemplo, si x = 3,47 tenemos 
fi (3,47) == 3,5, fi (3,5) — 4, 
pero 
fe (3,47) = 3 we 


(viene de la página 8) 


A veces el término cifras significativas se usa en lugar de “número 
de cifras decimales”. Por ejemplo, decimos que el número 


12,04 


tiene cuatro cifras significativas, dos antes del punto decimal y dos 
después. El número 


0,0001204 


tiene también cuatro cifras significativas, las últimas cuatro. (Los 
primeros tres ceros sirven para distinguir el número de 0,1204, por 
ejemplo, y no se llaman significativas.) En la expresión 


“El sol está a 93.000.000 de millas de la tierra” 


sólo las primeras dos cifras son significativas: La afirmación signi- 
fica que la distancia al sol desde la tierra está más cercana a 
93.000.000 que a 94.000.000 ó a 92.000.000 y no que sea más cercana 
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Solución 3 


Solución 4 


Solución 5 


Discusión 
eS 
Definición 6 
* 


a 93.000.000 que a 93.000.001 ó a 92.999.999. Para evitar ambigiiedad 
en estos casos es conveniente escribir tales números en la forma 


9,3 Xx 107 


que aclara el hecho de que hay sólo 2 cifras significativas, de modo 
que el límite de error absoluto es 0,05 X 107 o sea 500.000. 


La exactitud es siempre un objetivo importante, pero debemos tener 
cuidado de no afirmar haber obtenido más de ella de lo que en reali- 
dad tenemos. Con mucha frecuencia, aunque uno puede obtener 
teóricamente una alta exactitud, ella puede no valer la pena. Por 
ejemplo, si leyó una temperatura de 39,962” C en lugar de 40”C, 
los dígitos sobrantes no le proporcionan mayor información a usted 
o a su médico. Estará simplemente muy enfermo. En cualquier caso, 
algún tiempo después la temperatura podría muy bien haber cambia- 
do considerablemente con respecto a la anterior mientras que per- 
manece aproximadamente en 40” C. 


Debe tenerse siempre cuidado en cualquier cálculo (tanto para ase- 
gurar la credibilidad del resultado como para ahorrar trabajo) de ci- 
tar el resultado solamente hasta la exactitud implicada por los datos 
y el proceso de cálculo. Usted puede no ser capaz de hacer esto preci.- 
samente ahora, pero al fin podrá reconocer cuándo el resultado está 
de manera clara excesivamente expresado. Esto se refiere con fre- 
cuencia a las ciencias en donde se reconoce el orden de magnitud 
de los errores implicados. Un ejemplo de tendencia a la exactitud 
que no puede obtenerse, se ilustra en el ejercicio siguiente. 


Ejercicio 6 


En el triángulo rectángulo que se muestra medimos la altura como 
1 metro y la base como 2 metros, ambas medidas exactas hasta el 
centímetro. Por el teorema de Pitágoras, la longitud de la hipotenusa 
se puede calcular como de 2,23607 metros. ¿Es esta una deducción 
sensata? 


1m 


2 metros Al 
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Notación 6 


Discusión 
* 


Ejercicio 6 
(2 minutos) 


Solución 6 


NO. La respuesta citada en la pregunta es V5 correcta hasta cinco 
cifras decimales, pero esto no tiene significado en el contexto de la 
pregunta, ya que esto implica exactitud de cinco cifras en la hipote- 
nusa, mientras que los datos originales tenían una exactitud de 
sólo hasta el centímetro. Una respuesta razonable sería 2,24 metros. 

[] 


2.2 COMO PROPAGAN ERRORES LAS 
FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


2.2.0 Introducción 


En matemática nos relacionamos, no solamente con datos numéricos, 
sino también con cálculos que pueden efectuarse sobre los números 
que forman los datos. Si hay errores en los datos, ellos afectarán el 
resultado del cálculo, así que la exactitud del resultado depende de 
la exactitud de los datos. La teoría matemática de los errores hace 
posible expresar la exactitud del resultado de un cálculo dado en 
términos de la exactitud de los datos. En esta sección usted apren- 
derá cómo hacer esto en el caso simple en que el cálculo en cuestión 
se hace sobre imágenes de una función tal como 


fixed — 2x +1 (xeR) 
O 

LED a”. (xeR,x 4 0) 
O 

==> (xeR* 

Xx Er xEeR”) 


i.e. aquellas con dominio y codominio R, o un subconjunto de R, y 
en las cuales la fórmula que especifica la regla contiene sólo poten- 
cias enteras de x en el numerador y/o el denominador. Llamaremos 
P al conjunto de tales funciones. 


En la Sección 2.1 enumeramos y examinamos algunos de los errores 
que pueden ocurrir en los números que se usen en los cálculos sub- 
siguientes. Estos cálculos con frecuencia toman la forma de evaluar 
las imágenes de tales números bajo una función de P. La pregunta 
que queremos responder es: ¿Qué pasa con estos errores cuando 
evaluamos las imágenes? Dado un error e, en el número original, 
¿cuál es el error en la imagen? Supongamos por el momento que co- 
nocemos el verdadero valor X del número original y que el valor 
aproximado es 


x=X+e, 


Diagramáticamente tenemos 


Ms A + e) Y SN 100) +?) 
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Solución 6 


2.2 


2.2.0 


Introducción 
* 


Notación 1 


El valor exacto de la imagen es f(X) y el valor aproximado lo obtene- 
mos si usamos x en vez de f(x), así el error en la imagen es 


lx) = f(x) y FX) 
Por ejemplo si 
fox —— x? (xeR) 


con X = 1, e, = 0,1, entonces tenemos 


lev ] 


y el error en la imagen es 0,21. 


Pero en efecto sería muy tedioso tener que calcular en muchos casos 
esx Con mucha frecuencia los errores son pequeños comparados 
con x (i.e. el valor relativo es muy pequeño), de modo que si, por 
ejemplo, el cuadrado del error ocurre en €s(,) será más pequeño aun. 
Veremos en los siguientes ejemplos que podemos con frecuencia 
simplificar la fórmula para el error en la imagen y obtener un estima- 
tivo satisfactorio mucho más rápidamente que usando la ecuación 


(1). 


2.2.1 Operaciones básicas de multiplicación, 
división, adición y sustracción 


Multiplicación por un número exacto 
Si 


FIA X (MER) 


entonces podemos representar la acción de una función f por el dia- 


grama 


y representar los errores absolutos correspondientes en el dominio 
y en el codominio esquemáticamente por 


ES 


= €sx 


Para hallar el error absoluto en la imagen simplemente 
multiplicamos el error absoluto del número original por 
el factor apropiado. 


Otros productos 


Consideremos la función “elevar al cuadrado”. 


fix—>x? (xeR) 
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Ecuación (1) 


2.2.1 


Tema principal 
€ €* * 


Regla 1 


k $ + 


Discusión 
* * 
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Entonces 


x=(X +e, xH— x? X? + 2Xe, + e?) 


e. —>——2Xe, +0 =2xe, e = e: 
La segunda expresión de la derecha se halla sustituyendo 
X =x-—, 


en el segundo término de la primera expresión. Con los valores numé- 


ricos particulares X = 1, e, = 0,1 hallamos 
4 +01) o y? + 2x1,1 x 0,1 — 0,01 
=1+0,22 — 0,01 
= 1 +0,21 


Obsérvense los tamaños relativos de los términos de la derecha. El 
número 0,01 es pequeño comparado con el error total 0,21. Esto mues- 
tra cómo podemos ganar en simplicidad con la pérdida marginal de 
alguna exactitud. Previsto que e, sea pequeño comparado con x, 
e? será siempre mucho más pequeño que 2xe, y podemos ignorarlo 
con seguridad. Entonces podemos decir útilmente que el error en x?, 


€,2, es 2xex, 1.e. 


x x—— x? e 


€, ——>—— yz estimado = 2xe, 
Si observamos el comportamiento del error relativo para la misma 
función, obtenemos la regla. sencilla 


Paz Es =2r, (x%0) 


(El símbolo = significa “aproximadamente igual a”) 


Al elevar al cuadrado un número aproximado más o me- Regla 2 
nos se dobla su error relativo. * * 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
' . , ' , (5 minutos) 
(i) Hallar un estimativo útil del error absoluto en x?, si el error 


absoluto en x, e,, es pequeño. 

(ii) Expresar r,s aproximadamente en términos de r,, suponiendo 
x 0. 

(iii) ¿Cuáles cree usted que sean aproximaciones útiles a €, y Fin? 


A partir del resultado del último ejercicio podemos conjeturar un 
principio importante, ¡i.e. que en la multiplicación podemos sumar 
errores relativos para obtener un estimativo del error relativo en el 
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producto. Por ejemplo, podemos expresar x? como el producto de 
x? y x? y por (iii) del último ejercicio, tenemos 


Pus = Sr,, ls A Pu = 2r, 


de modo que la conjetura, que da r,s =r,+r,2 se verifica en este 
caso. Este es un punto muy importante de recordar para uso futuro. 


Para un estimativo del error relativo en la multiplica- 


5 » : Regla 3 
ción, súmense los errores relativos. Pa 
División 
Consideremos 
1 
A (xeR,x 40) 
Entonces 
(+ 7 1 1 1 Co 
e _—— =—— =>++? 
E x X+e, X 
Por algunas manipulaciones algebraicas (no necesita deducirlo; sim- 
plemente verifíquelo si quiere), 
1 1 —€, —€, 
Cr = == === — = ——_ 
"ER E (ME MAS) 
Pasamos por alto el e, en el denominador por comparación con el x 
que le sigue y obtenemos, 
e 
€1x == -=3 
y 
Regla 4 
k + * 
Ejemplo 1 Ejemplo 1 
Escribiendo 


tu 


al] 


hacer un estimativo de r;,.yz €j.2. 


Usando la regla 3 para estimativos de error en multiplicación halla- 
mos 


Ma 2 Y 5 
y por tanto 


ua” =2r, (continúa en la página 16) 
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Solución 2.2.1.1 Solución 2.2.1.1 
(1) (X+e, — y? (X? + 3X?e, + 3Xe? + e]) 


e, —— —3X*e, + 3Xe? + el 


= Ax — ee, + Ax — e,Jel + ez 


| pequeño | 
= 3x*%e, ¡ —3xe1+e3 


Como e, es pequeño comparado con x, un estimativo útil para 
la es 


bs es e. 36 
UY a = $] === 
>: x % 


3r, 


(iii) Generalizando de x? a x* se sugiere que 


En = 007, Tas (xy0) 


Este es un resultado importante que puede justificarse usando 
el teorema binomial. ps 


(viene de la página 15) 


por la regla 4. 


Por consiguiente, tenemos 


1 
€ 2 = 202) == A 


Obsérvese que si queremos el estimativo del error absoluto de un 
producto, es más simple que hallar el estimativo del error relativo 
primero por la sencilla regla 3 que hemos desarrollado en la página 15. 


La] 
Adición y sustracción Tema principal 
* * * 
Es relativamente claro que para estas operaciones simplemente su- 
mamos (o restamos) los estimativos apropiados de error absoluto. 
Así, por ejemplo, consideramos la función 
fxuo—xi+x+x (xeR) 
El error absoluto en la imagen es 
Ex + €2 + €, = (3x? + 2x + 1)e, 
Dos cosas emergen de esto: 
El error absoluto en una suma es igual a la suma de los Regla 5 
z . egia 
errores absolutos de sus términos. E 
ái) Para la adición y la sustracción, aun si queremos hallar 
i ; a : 
el error relativo, es más simple hallar primero el error Regla 6 
absoluto. ez 


16 


Así, en lo que precede, el estimativo del error relativo sería 
3x2 + 2x+1 E L 
AE O AL 
Ejercicio 2 


Hacer un estimativo de los errores absolutos en las imágenes de x, 
con un error absoluto e, bajo las funciones 


(i) x—x?-d4x+3 (xeR) 
ss) 3 
(ii) ME (xeR,x 0) a 


Resumimos a continuación las principales reglas que hemos obteni- 
do en esta sección para la propagación de errores al evaluar imágenes 
bajo funciones de una variable del tipo que hemos considerado. 


Combinación de funciones de una variable 
Operación Estimativo de error 


Adición (o sustracción) 


Sumar (o restar) los 
errores absolutos 
Multiplicar el error 
absoluto* por un 
número exacto 
Sumar (o restar) los 
errores relativos 


Multiplicación por un 
número exacto 


Multiplicación (o división) 


Las reglas que acabamos de dar se aplican a los estimativos de error, 
no a los límites de error. Es posible formular reglas para combinar 
límites de estimativos de error, pero no lo haremos aquí porque son 
más complicadas que las de los errores. Para tener una idea de lo 
que puede ocurrir se pueden considerar los ejemplos que siguen. 
(Si usted ha encontrado difícil el trabajo, o no tiene suficiente tiem- 
po, sería mejor saltarse el principio de la sección siguiente.) 


Como primer ejemplo, obtengamos un límite de error absoluto para 
x H——> —x (x € R). Por la primera de las reglas anteriores, los erro- 
res absolutos en x y en —x están relacionados por 


Bu e, 


lo que muestra que el error en —x tiene el signo opuesto al de x pero 
la misma magnitud. Como sólo la magnitud del error afecta el límite 
de error, se sigue que el límite de error para —x es el mismo que 
para x: 


825 = Ez 


Como un segundo ejemplo, consideramos el estimativo del límite de 
error absoluto para x H—> x? (x E R). En la página 14 dedujimos 
el siguiente estimativo para el error absoluto: 


ex = 2xe, 
*El error relativo no cambia en este caso. 
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Ejercicio 2 


(2 minutos) 


(2 minutos) 


Resumen 
k £* + 


Regla 5 


Regla 1 


Reglas 3, 4 


Discusión 
* 


(continúa en la página 18) 


Solución 2.2.1.2 


(i) El error en la imagen es €, — 4e, + 0. Por consiguiente, el es- 
timativo de error en la imagen es (3x? — 4)e,. (Obsérvese que 
hemos usado el hecho de que e_¿, = —4ex.) 

(ii) Hemos hallado ya los estimativos de error 

ez 2e 
€1x = 3 €1jx2 = + 


De modo que el estimativo de error en 


(viene de la página 17) 
Así que el error absoluto para x? es aproximadamente 2x veces el 
correspondiente a x. Como solamente la magnitud de 2x afecta el 
límite de error, se sigue que los límites del estimativo de error están 
relacionados por 
Ex2 = 2/x]€, 
l 2xe,six >0 
—2xe,six <0 
(el signo “>” significa “es mayor que” y “<>” significa “es menor 


que”). Este es considerablemente más complicado que el resultado 
€, = 2xe, para los estimativos de error. 


Como último ejemplo, para mostrar el efecto de la adición, digamos, 
calculamos un límite de error para x -|—> x? + x, (x E R). A partir 
de los resultados acabados de obtener, el estimativo de error está 
dado por el siguiente cálculo: 


eu <= 2x8: 

e.  = ez 
de modo que 

€x2+x = (2x + 1)e, 
por la regla 5. 


Como solamente la magnitud de 2x + 1 afecta el estimativo de lí- 
mite de error, tenemos 


Ext4x = [2x eS lle, 
= 1 


—(2x + 1)e, six< -—3 


(2x + 1)e, six> —) 


ya que 2x + 1 es positivo para x > — 3 y negativo para x< —2. 


Podría esperarse que se obtuviera este resultado aplicando la regla de 
adición a los límites de error para los términos irdividuales x? y x, 
pero esto no es así. En efecto, los resultados dependen de una manera 
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Solución 2.2.1.2 


Notación 1 


más bien complicada de si x es menor que — 3, mayor que 0, o en el 
intervalo comprendido entre — 3 y 0, como se muestra en la tabla si- 
guiente: 


+ De, 


Hi == 


Así que para algunos valores de x el estimativo del límite de error en 
la suma x? + x es la suma de los correspondientes a los términos 
individuales x? y x, como era de esperarse de acuerdo con la regla 
dada antes para el error en una suma; pero para otros valores de x, 
el límite de error para la suma es la diferencia de los límites de error 
correspondientes a los términos individuales. 


En efecto, se podría simplificar y decir que los tres estimativos de 
límite de error de la tabla son menores o iguales que 


ES e 


Como en todos los casos tenemos sólo estimativos, ¿por qué no sim- 
plificar? La respuesta es, podemos simplificar, pero al hacerlo perde- 
mos algunos de los mejores estimativos. Por ejemplo, considérese 


xr dx (xeR) 


y la imagen de —2 con límite de error absoluto de 0,1. De la tabla 
(usando la primera columna) obtenemos un estimativo de límite de 
error de 0,3 para la imagen, mientras que usando nuestra simplifica- 
ción sugerida, obtenemos un estimativo de límite de error de 0,5. No 
obstante, en cálculos numéricos es conveniente con frecuencia usar 
la forma posiblemente tosca, pero simplificada, para el estimativo de 
límite de error. 
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2.2.2 Intervalos de error 


En la última sección descubrimos métodos para estimar el error en 
la imagen de un número del dominio de una función cuando sabemos 
el error en ese número. Generalmente, desde luego, no tenemos esta 
información; sabemos solamente que el número cae en algún interva- 
lo del dominio. ¿Podemos aplicar este intervalo de error del dominio 
en algún intervalo de error del codominio? Podemos, y encontraremos 
que las ideas que desarrollamos serán útiles en una rama de la ma- 
temática, la solución de ecuaciones, que ahora parece no tener que 
ver con este tópico pero que más tarde se considera en este texto y 
en el programa de televisión. 


Considérese el diagrama de la aplicación. 


tLd+er 
109) 
f 169) —€ f(x) 


El intervalo de error del dominio es conocido y en este caso particu- 
lar está determinado por los dos números x (número aproximado) y 
£, (límite de error absoluto), que se conocen. El número x se aplica en 
la imagen f(x) del codominio. Podemos hallar las imágenes exactas 
de x+ €, y x — €,, pero usualmente es más simple y rápido esti- 
mar estas imágenes por los métodos de la sección anterior y por tan- 
to hallar el estimativo del intervalo de error contenido en el codomi- 
nio a partir de ellos. Las líneas punteadas del diagrama indican la 
manera en que el intervalo se aplica bajo la función y no las imáge- 
nes de x + €, y x — €x. Estos límites superior e inferior no nece- 
sariamente se aplican en los límites superior e inferior, respectivamen- 
te, del intervalo de error imagen como veremos en el ejemplo siguiente. 


Ejemplo 1 


(i) Determinar el intervalo de error del codominio que corresponda 
al intervalo de error [0,4, 0,6] del dominio bajo la aplicación: 


(a) x—ox? (x€R), 
1 
(b) A (xeR?) 


(ii) ¿En qué se aplica el intervalo de error [—0,2, 0,2] bajo la 
función (a)? Es] 


Solución del ejemplo 1 


En estos casos podemos determinar los límites reales directamente 
y no necesitamos estimativo. 
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2.2.2 


Discusión 
> + 


Ejemplo 1 


(i) (a) [0,16, 0,36] 


Obsérvese el cruce. Los números dados en el codominio son exactos 
hasta tres cifras decimales. 

Si hemos especificado el intervalo dando su punto medio 0,5 con un 
límite de error absoluto de 0,1 y hemos usado el procedimiento esti- 
mativo de la sección precedente, obtenemos 


límite de error absoluto en (1 + x) = 0,1 


, 


l+x 


límite de error relativo en (1 + x) = 


Por la regla de división, tenemos 


el estimativo del límite de error relativo en 


TS 0,1 

l+x | (1+x) 

de modo que el estimativo del límite de error absoluto en 
o 0,1 

ix. | Ue 


Esto es válido para todos los intervalos de error tales que la mitad de 
su anchura sea de 0,1 pero estamos interesados en el que tiene como 
centro a 0,5. 

0,1 
SP 


Aquí, el estimativo del límite de error absoluto = 
0,044 


La imagen de 0,5 es a = 0,667 
Así que el estimativo del intervalo de error del codominio es 
[0,667 — 0,044, 0,667 + 0,044] = [0,623, 0,711] 
cuyos extremos difieren por solamente 0,002 ó 0,003 de los exactos 


calculados antes. 
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0,714 
0,711 


Real 


Estimativo 


0,625 
0,623 


Para intervalos de error particulares en el dominio el método de es- 
timación es más largo. Su poder radica en la generalidad como vere- 
mos en el ejercicio siguiente. 


Primero debemos completar la solución del ejemplo. 
(11) 


xr» x? 


Si adoptamos el método de estimación dado en (i), el intervalo 
parece reducirse a nada: pero consideremos algunos otros núme- 
ros del intervalo. El lector puede ver que el punto inferior del co- 
dominio es la imagen de cero; de modo que tenga cuidado. Si 
usted usa este método, haga siempre una verificación rápida de 
los números interiores al intervalo para asegurarse de que sus 
imágenes se están comportando correctamente. A 


Para el ejercicio que sigue, necesitamos la siguiente definición. 


El factor de escala de una función de una variable, que propaga un 
error del dominio al codominio, se define como 


estimativo de error en la imagen de x 
A AE TS 
error en x 


(x E dominio) 


Obsérvese que esta definición de factor de escala nos da un estimati- 
vo de la razón 


anchura del intervalo de error del codominio 


anchura del intervalo de error en el dominio 


ya que escogemos simplemente dos elementos, los límites superior e 
inferior del intervalo, en la definición. En otras palabras, si el factor 
de escala es mayor que 1 la longitud del intervalo se agranda, pero 
si es menor que 1, se reduce. Si su signo es negativo, entonces hay 
“cruce” como en la figura de la solución del ejemplo 1(i) (b). 
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Definición 1 
h hx * 


MB 2.2.2/2.3.0 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
, l (5 minutos) 
Usando los resultados del ejercicio 2.2.1.2, calcular el factor de escala (véase ejercicio 2.2.1.2) 


para las siguientes funciones: 


(1) x——x? —4x +3 (x€R) 
O. 
> — (xeR,x 4 0) 


(11) x——+Hx? + 3) (xeR) 


ea 2, 2 = $, x= 2, E 


(Este ejercicio particular le ayudará a apreciar la componente televi- 
sada de esta unidad.) 


2.3 PROPAGACION DE ERROR USANDO 2.3 
FUNCIONES DE DOS VARIABLES 

2.3.0 Introducción 2.3.0 

En esta sección veremos que las reglas para propagación de error que Introducción 

hemos desarrollado para funciones de una variable no requieren ma- A 


yor modificación para funciones de más variables. Por ejemplo, el 
error absoluto en la imagen de (x, y) bajo la función 


(xy) ——>x + y (xeR,yeR) 


es ex + ey, de acuerdo con la regla 2.2.1.5 para funciones de una va- 
riable. 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
. a ñ (2 minutos) 
Un cubo que contiene agua pesa 4 kg. Cuando está vacío pesa 1,5 kg; 


la exactitud del peso es de + 0,1 kg. Determinar el peso del agua y 
el límite de error absoluto y relativo en este resultado. E 


Ejercicio 2 Ejercicio 2 
: Ñ A (5 minutos) 
En un experimento para determinar el comportamiento de una co- 


rriente de aire sobre una colina pequeña, se observan globos estacio- 
narios (globos cuyo peso está balanceado exactamente por su flota- 
bilidad) a intervalos de cinco segundos, por medio de dos teodolitos 
colocados en posiciones fijas. Supongamos que hay 1% de límite de 
error relativo en las alturas calculadas por las observaciones de los 
teodolitos y que estas alturas se usan para calcular la velocidad ver- 
tical. En particular, calcular el límite de error relativo en la veloci- 
dad vertical 


130 — 120 


: = 2 m/seg 


determinada a partir de dos alturas consecutivas de 120 y 130 m, si 
el intervalo de tiempo de 5 segundos se supone exacto. ¿Cuál es el 
límite correspondiente de error absoluto? (continúa en la página 25) 
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Solución 2.2.2.1 Solución 2.2.2.1 


(i) Hemos hallado en el ejercicio 2.2.1.2 (i) que el estimativo de error 
en la imagen de (x + ex) es (3x? — 4)e,x. 


Por consiguiente el factor de escala es 
(3x? — 4)e, 


= 3x? -4 
ex 
factor 
x >» x-4x+3 de escala 
8 
-£ 


: 
==, 
-2 8 


El diagrama muestra cómo los intervalos de error del dominio se 
amplifican en el codominio. 

(ii) Usando el resultado del ejercicio 2.2.1.2 (ii), el factor de escala es 

6 — Sx 

— (x%0) 


factor 
de escala 
1 


2 


-=2 


de escala 


+2 -) 
3 9 
-2 -2 
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Aquí, los dos intervalos de error centrados en 3 y —2 en el do- 
minio crecen, pero el que está centrado en 2 se reduce. 


(111) En este caso el factor de escala es 


3x? factor 
5 x E +3) de escala 
2 
2 24 


In a 
a 


E factor 
de escala 


+2 


Aquí, los dos intervalos de error centrados en 2 y —2 en el do- 
minio crecen, pero el que está centrado en ¿ se reduce. No ocu- 
rren cruces, ya que los tres factores de escala son positivos. Mi 


(viene de la página 23) 


tp Distancia fija. A] 


El último ejercicio ilustra el hecho de que cuando sustraemos dos 
números casi iguales, el límite de error relativo crece de manera con- 
siderable, mientras que el límite de error absoluto no cambia mucho. 
Por ejemplo, en el último ejercicio el límite de error relativo se incre- 
menta por un factor de 25, mientras que el límite de error absoluto 
aproximadamente se duplica. Como el límite de error relativo nos 
expresa la magnitud del posible error en relación con la del número, 
concluimos que el resultado de una operación tal como esta, puede 
ser muy sospechoso, en particular si usamos este resultado en cálcu- 


los subsiguientes. 
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Solución 1 
(continuación) 


MB2.3.0 


Solución 2.3.0.1 Solución 2.3.0.1 


El peso aproximado del agua es 4 — 1,5 = 2,5 kg. El máximo peso 
posible del agua es 


41 — 114 = 2,7kg 


EA peso mínimo posible del agua es 
3,9 — 1,6 = 2,3kg 


Por consiguiente el límite de error absoluto es de 0,2 kg, y el límite 


de error relativo es = (0,08 (o sea 8% de exactitud). E 


Solución 2.3.0.2 Solución 2.3.0.2 
El límite de error absoluto en 130 m es 
0,01 X 130 = 1,3m 
El límite de error absoluto en 120 m es 
0,01 x 120 = 1,2m 
En este caso, el límite de error absoluto en la diferencia de alturas es 
1,2 + 1,3 = 25m 


y el límite de error relativo en la diferencia de alturas es 


Cuando dividimos por la diferencia de tiempo de 5 segundos, que su- 
ponemos exacta, obtenemos un límite de error absoluto de 0,5 m/seg 


en la velocidad vertical, 2 m/seg, y un límite de error relativo de 0,25. 
la] 
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2.3.1 Multiplicación y división 

Ejercicio 1 

Para sembrar césped en su jardín, usted mide los lados de un rectán- 
gulo y le resultan de 80 y 40 pies respectivamente, con una aproxima- 
ción de + 1pie. 


(i) ¿Es posible calcular el área con aproximación de 1 pie cuadrado? 
(ii) ¿Cuál es el intervalo de error para el área? 1 


Para hallar la regla general para propagación de error en la multipli- 
cación consideramos la operación de multiplicación como una función 


Fly) xy (xeR*,yeR*) 


En la Sección 2.2.1 aprendimos a sumar errores relativos en la multi- 
plicación de funciones de una variable. Calculemos el error relativo 
del producto xy. El error absoluto es 


xy — XY = xy — (x — ey — e,) 
= Ez X6, — ex8, 


y el error relativo es, por consiguiente, 


A | 

¡ Pequeño! 

A <A e eL, | 
o 

ú xy Xx P.1230 


Descartando el término pequeño del final (correspondiente al pie cua- 
drado del último ejercicio), obtenemos un estimativo del error relativo 


correspondiente a la regla 2.2.1.3 que hallamos para errores relativos 
en productos de funciones de una variable. 


Ejercicio 2 


Considerando la función 
x 1 
f(%, y) =x x . (xeR*,yeR*) 


deducir la regla para la propagación de los errores relativos en la di- 
visión. B3 


2h 


MB2.3.1 


A 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Tema principal 
*.h * £ 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Solución 1 


9 pis | 
(i) NO. La razón está contenida en la solución a la parte (ii). 
(1i) El valor máximo del área (en pies cuadrados) es 

(80 + 1)(40 + 1) 
=80x40+80x1+40x1+1x1 
A AM> E AAA _ 
área área de dos área del 


aproximada fajas a lo largo pequeño 
de los lados cuadrado 


= 3200 + 121 
El valor mínimo del área. es 
(80 — 1)(40 — 1) 
= 3200 — 119 
Así que el intervalo de error es [3081, 3321]. pes] 


Solución 2 


Usando la regla de multiplicación acabada de enunciar antes de este 
ejercicio obtenemos: 


2 , x 
error relativo estimado de |—| =r, + Ty = fx — Y, 
Y 


la última parte se sigue de la regla 2.2.1.4 de la página 15. a 
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Solución 1 


Solución 2 


MB2.4.0/2.4.1 


2.4 EXACTITUD EN LA SOLUCION 2.4 
NUMERICA DE ECUACIONES 


2.4.0 Introducción 2.4.0 


Con frecuencia la solución eventual a un problema en matemática Introducción 
depende de la solución de una ecuación de la forma general Ñ 


f(x) =0 


Para tomar un ejemplo sencillo, si usted tiene que encerrar un corral 
rectangular de 7000 m? de área con una cerca de 400 m de longitud, 
puede llamar x m a la longitud de un lado, deducir que el otro lado 
debe tener una longitud de (200 — x) m y terminar con la ecuación 


x(200 — x) = 7000 
que debe resolverse. Esto es equivalente a hallar la solución de 


x? — 200x + 7000 = 0 


| | e] 
A 


Las ecuaciones cuadráticas aparecen tan frecuentemente, que es 
probable que usted haya aprendido una fórmula para su solución. 


Un método poderoso de resolver casi todas las ecuaciones, incluyen- 

do las cuadráticas, que adopta un enfoque diferente para hallar las 

fórmulas generales, se conoce como método iterativo. En este hace- Definición 1 
mos una conjetura sobre la solución de la ecuación y la refinamos 07% 
paso a paso hasta la exactitud deseada. El poder del método iterati- 

vo radica en su aplicabilidad a una gran variedad de tipos de ecua- 

ciones, en particular a aquellas para las cuales no hay “fórmula” de 

solución. 


2.4.1 Resolución de una ecuación cúbica 2.4.1 
Esta sección es esencialmente un resumen de parte del programa de Discusión 
televisión asociado con esta unidad. Si usted lo ha visto, o se propo- *. e 


ne verlo, sólo necesita leer esta sección para recordar o reforzar los 
puntos que allí tocamos. Si no lo ha visto, esta sección le ayudará a 
adquirir la idea principal que contiene, aunque no puede considerar- 
se, en manera alguna, un sustituto adecuado. 


Consideremos el problema de resolver la ecuación cúbica, 
x-—5x+3=0 


que no tiene una “fórmula” sencilla para su solución, como sí la tie- 
ne la ecuación cuadrática mencionada en la introducción 2.4.0. Un 
camino sencillo de aproximarse a la solución de este tipo de ecuacio- 
nes es trazar gráficos. 
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La aproximación por gráficos 
Trazamos el gráfico de la función 
fix—x?-5x+3 (xeR) 


colocando los puntos deducidos de la tabla que sigue y trazando una 
curva suave que pase por ellos. 


e x9-5x +3 


Los valores de x que corresponden a los puntos en que el gráfico de 
f cruza el eje serán las soluciones de la ecuación, pues satisfacen a 


f(x) =0 
esto es, 
x?4-5x+3=0 
A partir del gráfico vemos que las soluciones están en los intervalos 
[—3, —2], [0,1], [1,2] 
y podríamos bien hacer una conjetura sobre el valor de la segunda 
solución, digamos 0,5. 
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Claro que podríamos mejorar la exactitud de esta segunda solución 
rehaciendo la porción particular de la curva correspondiente al inter- 
valo [0,4, 0,7] sobre una escala ampliada con intervalos de 0,1 y 
luego trazar una curva suave a través de estos puntos y hallar dónde 
corta al eje de x. 


Con pasos reiterados de este tipo, podemos obtener la exactitud re- 
querida, pero a expensas de una buena cantidad de tiempo. 


Una aproximación iterativa 


Podemos reordenar 
*—5x+3=0 
en la forma 
x3 +3 =Sx 
y por tanto en la forma 
x= Hx +3) 
La principal característica que queremos que el lector observe es la 
siguiente. SI podemos hallar un valor de x para el cual ¿(x? + 3) 


sea igual a x, entonces esta es una solución de nuestra ecuación cúbi- 
ca, pues hace que 


x3—-5x+3=0 


Ensayemos un experimento y construyamos la tabla siguiente comen- 
zando con una conjetura inicial 0,5 para x, luego calculando el valor 
correspondiente de ¿(x? + 3) y usando este valor como nueva con- 
jetura para x y así sucesivamente. 


El valor 0,656 es pues una solución con tres cifras decimales. En efec- 
to podríamos obtener cualquier grado de exactitud. Este se llama un 
proceso iterativo y en este caso fue exitoso para hallar una solución. 


Ensayemos algunos otros experimentos. Ellos están tabulados a con- 
tinuación y muestran dos intentos para hallar las soluciones en los 
intervalos [-—3, —2], [1, 2] respectivamente, usando la reorde- 
nación 
x= Hx +3) 
y tres intentos de hallar soluciones que usan la reordenación 
x=x?*-—4x +3 


La primera conjetura de cada caso se muestra al comienzo de la co- 
lumna que está debajo de la reordenación usada y las últimas aproxi- 
maciones se enumeran en la columna inferior. Ninguno de los inten- 
tos tuvo éxito, excepto que en 1 hemos hallado de nuevo nuestra 
solución 0,656. 
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Tema principal 
Rh +€+* * 


MB2.4.1 


x= X= 
x?—4x+3 | x?-4x+3|x? -—4x+3 


Sería útil tener algún criterio que nos permitiera decidir, sin dema- 
siados cálculos, si un método iterativo tiene tendencia al éxito o al 
fracaso en cualquier caso dado. Una manera de hacer esto es consi- 
derar la función asociada con la reordenación, ej.: 


F,:x——>Hx? + 3) 
para la primera. El proceso iterativo se puede considerar como una 


aplicación de una función compuesta, i.e. como aplicación repetida 
de la misma función, como se indica en el diagrama siguiente: 


F; F, F, Fs 


Xo 


0,5 


La solución, digamos Xo, queda inalterada bajo F, y se represen- 
ta por una línea horizontal. Nuestra primera conjetura de 0,5, se me- 
joró en cada aplicación de la función y obtuvimos así aproximaciones 
cada vez mejores a la solución. 


Comenzando con x = 2, sin embargo, para tratar de hallar X, (la 
solución en [2, 3]), nos encontramos con un fracaso, como se 
ilustra en el diagrama siguiente. 


F, F, Fs F, 


¿Cómo podemos determinar de antemano el comportamiento de nues- 
tra conjetura? Si observamos el dominio de la función cerca de la so- 
lución Xo podemos interpretar nuestra conjetura como 


Xo + error 
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Conjetura | 


Nos gustaría que la función disminuyera el error. Podemos determi- 
nar si lo hace, observando el comportamiento de los intervalos de 
error que contienen Xo. Si ellos se reducen bajo la función, enton- 
ces CUALQUIER conjetura que originalmente caiga dentro de uno 
de ellos es susceptible de ser mejorada. Si crecen, y los consideramos 
como si fueran a continuar creciendo, debemos esperar fracaso. Este 
tipo de crecimiento o reducción, se mide por el factor de escala. 


3-0 x 
ex 


3.9 Xx 


Como vimos en la solución al ejercicio 2.2.2.1 (iii) los factores de esca- 
la para los intervalos de error para F, cercanos a las tres soluciones, 


son 
factor 
xx 
de escala 


hu 


que producen el diagrama 


Fr 
2 
[e] 
-1 
-2 


Estos factores de escala nos permiten predecir cuándo trabajará el 
método iterativo. 


ON 


33 


MB2.4.1 


MB2.4.1/2.4.2 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
A E : (6 minutos) 
Usando el ejercicio 2.2.2.1 (i) y (ii), buscar cuál de las soluciones se 


puede hallar empleando las reordenaciones 
(1) x =x?-—4x +3 


mA $ 3 
(i)x=-=->5 z 
xy Xx 
Hay muchas reordenaciones de nuestra ecuación cúbica, Discusión 


* 


100) =3-5x+3=0 


e 


2 Fa etc. 


“ 


y podríamos probar algunas de ellas usando nuestro método de “in- 
tervalo de error”. Sería más útil, sin embargo, si tuviéramos un mé- 
todo que nos llevara directamente a una función iterativa efectiva F 
sin ensayo y error. Existe tal método. Se llama el método de Newton- 
Raphson. El proceso iterativo que da para nuestra ecuación cúbica 
está asociado con la función 
3 
E (xeR,x? 4 3) 

Este proceso proporcionará todas las tres soluciones, previsto que 
nuestras primeras conjeturas sean razonablemente buenas (ej.: 0,5, 
2, —2). 


2.4.2 El problema de la “tortilla” 2.4.2 
Si queremos repartir un pastel igualmente entre 3 personas, sabemos Discusión 
que teóricamente el ángulo central debe ser de 120”. Las tortillas, ue 


Pastel Tortilla 


sin embargo, se cortan usualmente con un corte recto en el molde: Lo 
que podríamos preguntar teóricamente, es el ángulo subtendido en el 
centro para que el área sombreada sea 3 de la total. Con algún cono- 
cimiento de geometría podemos deducir que el ángulo x, medido en 
radianes, es la solución de la ecuación 


2 
x —senx-Z=0 


Lo que tratamos de hacer en esta sección es pedir a usted una solu- 
ción gráfica no refinada a esta ecuación, usando el método presenta- 
do en la primera parte de la Sección 2.4.1. Entonces observaremos un 
tipo diferente de aproximación iterativa a partir del de la reordena- 
ción; este último no puede aplicarse tan fácilmente en este caso, ya 
que no sabemos cómo estimar los factores de escala para intervalos 
de error bajo la función x=——sen x, (x € R). 
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Ejercicio 1 


Hallar las imágenes de 0, , T, con una exactitud de dos cifras 


, 


mia 
w| y 


decimales bajo la aplicación 
2 
f:x——x —senx — S (xER); 


colocar los puntos (x, f(x)) para 


T 2n 


x= O, aña 5 
py" 
y luego dibujar la gráfica de la función en el intervalo [0, 7]. Ha- 
cer un estimativo sobre el corte con el eje x . A 


Ahora deducimos una solución aproximada por un método iterativo. 
Con dos cifras decimales en el ejercicio 1 hallamos que 


1) = f(2,09)= —0,87 


f(x) = f(3,14)= 1,05 
Como una imagen es positiva y otra es negativa, esto implica (como 


vimos en el gráfico) que la solución está en alguna parte entre los dos 
valores 2,09 y 3,14, i.e. cae en el intervalo [2,09, 3,14]. 


Ejercicio 2 
Si investigamos el signo de la imagen del punto medio del intervalo 
[2,09, 3,14], i.e. 2,615, hallamos que es positivo. 
(i) ¿Cae la solución en el intervalo [2,09, 2,615] o [2,615, 3,14]? 
(ii) ¿Cuál es la razón de la anchura de este nuevo “intervalo de 
error” con respecto a la del anterior? 


(iii) ¿Cómo podría reducir aun más la anchura del intervalo dentro 
del cual está contenida la solución? (És) 
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Ejercicio 1 
(10 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


MB2.4.1/2.4.2 


Solución 2.4.1.1 Solución 2.4.1.1 


Copiando los factores de escala del ejercicio 2.2.2.1, tenemos 
MES: 


XxX H-/]>>> — == — 


5 
Xx 33 
: factor 
Í de escala 


x——x — dx +3 


z factor 
de escala 
8 


1 

es 
2 

3 3 9 

-2 -2 —-2 


Claramente las respuestas son 
(i) Ninguna. (ii) La solución cercana a 2. A 


Solución 2.4.2.1 Solución 2.4.2.1 


A continuación se muestra un trazado tosco de la curva. 


Su estimativo de la solución de 
2 
x —senx — ¿0 0 
3 
debe estar cerca de 2,6 radianes. 


f0) trazado tosco de x=» x- sen x- el 


(3,14, 1,05) 


| 
Solución 2.4.2.2 Solución 2.4.2.2 
hi 
:1,05 
2 2,09 e m1 3,14 

o A 
—0,87; 
6 


(i) La imagen en C, el punto medio de AB, es positiva. Así, el punto 
que representa esto está arriba del eje. La solución cae en el in- 
tervalo [2,09, 2,615]. 

(ii) 3. 

(iii) Halle la imagen del punto medio de AC y pruebe si es positiva o 
negativa. Esto parte de nuevo el intervalo en el cual se sabe que 
cae la solución, en dos mitades. E 


Trataremos de escribir una receta general de modo que usted o un 
compañero suyo puedan aplicarla (en teoría por lo menos) para hallar 
una solución a cualquier ecuación 


fix) =0 


Trate de pensar en esto lógicamente antes de leer la receta que sigue, 
que se expresa en la forma de un diagrama de flujo, i.e. una forma 
esquemática de los pasos que llevan a la solución. Obsérvese que los 
símbolos a, b, c cambian sus valores numéricos en varias etapas. 
Así, “hagamos c = b” significa, “cambiar el valor de c al de b”. 
Esto es diferente de las convenciones usuales del álgebra, pero es 
una convención muy usual en programación de computadores. 


Hallar dos números a y c 
tales que fla)< O, flc) > O. 
(En el último ejercicio teniamos 
2n 
a T—o=ñ) 


3 


a+c 
Hagamos 
ce= 
< 


¿Es (0) (Jo 


>0 


= 0 lo muy cercana) 


Podríamos en efecto haber determinado el número de pasos requeri- 
dos antes de lograr una exactitud dada, obteniendo una fórmula ge- 
neral para el límite de error absoluto después de n aproximaciones. 


211 


Cuando descubrimos por primera vez que la solución al problema de 


; a 27 : : 
la tortilla estaba en el intervalo 3" , supimos que la aproxima- 
ción al punto medio 


SEN 
3 
2 


no podía tener un error de más de la mitad del ancho del intervalo; 
de modo que el límite de error de esta aproximación es 
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Discusión 
+ * 


Para cada aproximación sucesiva el límite de error absoluto se redu- 
ce por un factor de 2. Así, la siguiente aproximación tendría un lími- 
TC > 
te de error absoluto de D y la aproximación n-ésima 
La construcción de un diagrama de flujo como el de la página 37, es 
una herramienta valiosa para programar un computador con el obje- 
to de realizar un cálculo. En el caso presente, se ensayó el cálculo; 
se instruyó al computador para detenerse cuando la anchura del in- 


pe e A 
SI 


y Esto era el llamado “cero” 
en el diagrama de flujo y producía el resultado de 2,6053 radianes. 
Esto corresponde a un ángulo de aproximadamente 150” y signifi- 
ca que cortamos una tortilla aproximadamente a ¿ de la distancia 
del borde sobre un diámetro (si no está fría ya!) Para 12 pasos ten- 
T 


T 
(8x2. 12.288 


tervalo de error fuera menor que 


dríamos un límite de error absoluto de y necesita- 


ríamos 13 pasos [mite de error absoluto = para obtener 


T 
24.576 
la exactitud deseada. (Obsérvese que la exactitud de este método 
está restringida por la exactitud con la cual se puedan hallar r y 
sen x. 


Resumen 


(i) Los métodos gráficos se pueden usar casi siempre para resolver 
ecuaciones, dado suficiente tiempo. 

(1i) Los métodos iterativos son muy versátiles para resolver ecua- 
ciones. : 

(iii) El error aritmético se puede usar con ciertas funciones para 
predecir si la iteración basada en una reordenación dada de 
la ecuación dará una solución deseada o no. 

(iv) En un método iterativo tenemos control directo de la exactitud 
a través de todo el cálculo. En particular, podemos mejorar la 
exactitud mientras calculamos (si el método se sabe que es exi- 
toso), comenzando con una conjetura tosca y refinándola. 

(v) Las equivocaciones en un cálculo iterativo frecuentemente se 
compensan a sí mismas. Esto último no se ha dicho antes, pero 
puede ser importante. Una equivocación puede alargar el tiem- 
po de realizar el cálculo, pero por otra parte tiene poco efecto a 
menos que se repita cada vez. 
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Resumen 
hh * * 


2.5 EQUIVOCACIONES Y SU CONTROL 


Una fuente común de error en los cálculos es la equivocación. Ella 
puede tomar casi cualquier forma, pero una forma típica es la traspo- 
sición de dos dígitos cuando se copia. Por ejemplo, 1547 puede co- 
piarse como 1457. Otro es “1988” por “1998”, en que se repite el dígi- 
to equivocado. Las medidas también pueden leerse incorrectamente y 
con frecuencia las revisamos midiendo de nuevo de una manera di- 
ferente, en particular si una de las mediciones de una tabla resulta 
claramente fuera de lugar con respecto a las otras. Veremos algunas 
maneras útiles de revisar errores en tablas de medidas y de funcio- 
nes matemáticas en la Unidad 4, Diferencias finitas. Este hábito 
de revisar es importante que se adopte en todo trabajo numérico 
(particularmente el que tiene que ver con el cálculo de su salario o 
sueldo) y es una defensa importante contra las equivocaciones. Men- 
cionamos dos métodos de revisar a continuación. 


(i) Revisar que el tamaño del resultado parezca correcto. En otras 
palabras, examinar su orden de magnitud. 


Ejemplo 1 


Determinar el área de un piso rectangular cuyos lados se supone 
que miden exactamente, 3,6 m y 4,3 m, respectivamente. E 


Solución del ejemplo 1 


Al multiplicar, digamos que usamos una regla de cálculo y ponemos 
la coma decimal incorrectamente al final. Podemos obtener enton- 
ces como resultado 154,8 m?. Una revisión rápida de (3 X 4) = 12 
nos dice que hemos puesto la coma decimal en sitio equivocado. La 
revisión del orden de magnitud no implica que tengamos la respues- 
ta correcta. Al copiar la magnitud del área en otro papel podemos 
escribir, 15,84 m?. Podríamos también haber cometido un error al 
leer la regla, o si el cálculo se ha hecho con papel y lápiz, de alguna 
de las muchas maneras: 


ej.: 3,6 

4,3 

108 
134 (en lugar de 144) 


14,48 E 


(ii) Repitiendo el cálculo de manera diferente. La simple repetición 
del mismo método lleva con frecuencia a la repetición del mis- 
mo error (como usted probablemente se habrá dado cuenta antes) 
y es el peor método de revisión. Por ejemplo, en el cálculo par- 
ticular que estamos estudiando, una buena revisión sería mul- 
tiplicar de otra manera: 


4,3 
3,6 
258 
129 
15,48 


El resultado diferente muestra que hay una equivocación en 
alguna parte. 


MB2.5 


2.5 


Discusión 
* 


Ejemplo 1 


Ejercicio 1 

La venta diaria de botellas de leche en cada viaje durante una se- 
mana se ilustra a continuación. Hallar el total para la semana por 
el método usual y tratar de hallarlo de otras dos maneras para obte- 
ner el mismo total. 


Domingo 1762 
Lunes 1651 
Martes 1601 
Miércoles 1693 
Jueves 1687 
Viernes 1736 
Sábado 1859 A 
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Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Solución 1 


Tres métodos posibles de formar la suma son los siguientes. 


Sumar las Sumar las Suma de las 
columnas desde columnas desde diferencias 
la derecha la derecha con respecto a 
hacia abajo hacia arriba 1700 
1762 1762 62 
1651 1651 —49 
1601 1601 —99 
1693 1693 = 7 
1687 1687 —13 
1736 1736 36 
1859 1859 159 
11.989 11.989 257 —168 = 89 


7 x 1700 = 11.900 
Total = 11.989 |] 


2.6 CONCLUSION 


En este trabajo usted ha visto cómo en matemática definimos la 
exactitud de una aproximación por medio del límite de su error, có- 
mo podemos hacer estimativos de la magnitud de los errores que se 
propagan a través de un cálculo y cómo podemos defendernos con- 
tra las equivocaciones. 


También ha visto cómo podemos hacer la aritmética del error cuan- 
do mejoramos la exactitud de las soluciones a ecuaciones. Las dos 
partes se pueden reunir en la frase, errores que crecen y errores 
que decrecen; el error aritmético es útil en el análisis de ambos. 
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Solución 1 


2.6 


M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 


03150 0NA 


Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites I 
Computación Il 

Integración 1 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación l 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística 1 
Lógica Il — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación II 
Probabilidad y estadística HI 
Algebra lineal 1 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal HI 

Números complejos I 
Algebra lineal IV 

Números complejos II 
Grupos I 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos II 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 
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